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Dobro poznati zadaci s manje poznatim rjesˇenjima
Jean Carstensen, Alija Muminagic´∗
Sazˇetak.U cˇlanku se nestandardnom tehnikom dokazuju tri poznate
nejednakosti. Dokazi su prilagodeni ucˇenicima zavrsˇnih razreda srednje
sˇkole.
Kljucˇne rijecˇi: nejednakosti, slucˇajna varijabla, Stirlingova for-
mula
Well-known exercises with less known solutions
Abstract. Three known inequalities are proved in the paper by
using a non-standard technique. The proofs are adapted to high-school
graduates.
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Rjesˇenje. Mnozˇenjem nejednakosti (1) s 2(b+c)(c+a)(a+b) i nakon sredivanja
dobivamo
2a3 + 2b3 + 2c3 − a2b− ab2 − b2c − bc2 − a2c− ac2 ≥ 0. (2)























Stavimo li p := ac i r :=
b
c u prethodnu nejednakost (3) imamo




(p+ r)3 − 3pr(p+ r) + 1)− pr(p+ r) − (p+ r)2 + 2pr − (p+ r) ≥ 0. (4)
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Oznacˇimo s x := p+ r > 0 te y := p r > 0. Uocˇimo da je x2 ≥ 4y. Zaista,
x2 − 4y = (p+ r)2 − 4pr = p2 + r2 − 2pr = (p − r)2 ≥ 0.
Primijetimo da je (4) ekvivalentno s
2(x3 − 3xy + 1) − xy − x2 + 2y − x ≥ 0,
odnosno s
y(2 − 7x) + 2x3 − x2 − x+ 2 ≥ 0.






→ R zadane formulom
f(y) = y(2 − 7x) + 2x3 − x2 − x+ 2




]. Za svaki x > 0 vrijede sljedec´e dvije nejednakosti:















(x− 2)2(x+ 2) ≥ 0,
odakle slijedi da je
y(2 − 7x) + 2x3 − x2 − x+ 2 ≥ 0.
Buduc´i da je prethodna nejednakost ekvivalentna nejednakosti (1) slijedi tvrdnja
koju je trebalo dokazati.









≥ a + b+ c. (5)











3 . Oznacˇimo s E(X) i D(X) ocˇekivanje i varijancu
slucˇajne varijable X. Poznato je da vrijedi D(X) = E(X2) − E(X)2 ≥ 0. Primi-

























sˇto je ekvivalentno s nejednakosti (5).














Rjesˇenje. Primijetimo da je
P =
100!
2100 · (50!)2 . (7)
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Redom iz (7), (8) i (9) imamo
P =
100!
2100 · (50!)2 >
√
200pi · 100100 · e100 · e− 1300
2100 · e100 · 100pi · 50100 >
√
200pi
100pi
(
1− 1
300
)
>
1
15
.

